
第9回　相互情報量
（教科書 1.2.3 条件付きエントロピー，1.2.2 結合エントロピー）
条件付きエントロピー (conditional entropy)

送信側（情報源）の通報の組X = {x1, x2, · · · , xn}
　各通報が送信される確率 P (x1), P (x2), · · · , P (xn)

受信側の通報の組 Y = {y1, y2, · · · , ym}，
　各通報が受信される確率 P (y1), P (y2), · · · , P (ym)

X =

{
x1, x2, · · · , xn

P (x1), P (x2), · · · , P (xn)

}

Y =

{
y1, y2, · · · , ym

P (y1), P (y2), · · · , P (ym)

}

（例） サイコロの目

B =

{
1, 2, 3, 4, 5, 6

1/6, 1/6, 1/6, 1/6, 1/6, 1/6

}

　　 B のエントロピー（平均情報量）H(B)

H(B) = −
6∑

i=1

1

6
× log2

1

6
= log2 6 〔bit〕

　　サイコロの目の結果についての事前情報

A =

{
奇数, 偶数
1/2, 1/2

}

　　事前に奇数だとわかっているとき
6∑

i=1

P (bi|奇数) = 1

　　　　 ⇓

H(B|奇数) = −
6∑

i=1

P (bi|奇数) log2 P (bi|奇数)

　ここで，

P (1|奇数) = P (3|奇数) = P (5|奇数) =
1

3

P (2|奇数) = P (4|奇数) = P (6|奇数) = 0

H(B|奇数) = −
∑

i=1,3,5

1

3
× log2

1

3
= log2 3 〔bit〕
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　偶数の場合も同様に H(B|偶数) = −
∑

i=1,3,5

1

3
× log2

1

3
= log2 3 〔bit〕

　出る目が奇数か偶数かの事前情報がある場合の出る目のエントロピー

H(B|A) = P (奇数)H(B|奇数) + P (偶数)H(B|偶数)

=
1

2
× log2 3 +

1

2
× log2 3 = log2 3

　　⇒ この H(B|A) を 条件付き平均情報量 または 条件付きエントロピー という。
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X =

{
x1, x2, · · · , xn

P (x1), P (x2), · · · , P (xn)

}
n∑

i=1

P (xi) = 1

Y =

{
y1, y2, · · · , ym

P (y1), P (y2), · · · , P (ym)

}
m∑
j=1

P (yj) = 1

事前に xi がわかっているときの yj である条件き付確率 P (yj |xi)

m∑
j=1

P (yj |xi) = 1

H(Y |X) =

n∑
i=1

P (xi)H(Y |xi)

ここで

H(Y |xi) = −
m∑
j=1

P (yj |xi) log2 P (yj |xi)

　　　　　　 ⇓
条件付きエントロピー（条件付平均情報量）

H(Y |X) = −
n∑

i=1

m∑
j=1

P (xi)P (yj |xi) log2 P (yj |xi)

= −
n∑

i=1

m∑
j=1

P (xi, yj) log2 P (yj |xi)

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　結合確率 P (xi, yj) = P (xi ∩ yj)

結合エントロピー（結合平均情報量）

H(X,Y ) = −
n∑

i=1

m∑
j=1

P (xi, yj) log2 P (xi, yj)

　　　　　　　　　　ここで，
n∑

i=1

m∑
j=1

P (xi, yj) = 1

エントロピーの関係

• H(Y |X) ≤ H(Y ) , H(X|Y ) ≤ H(X)

• H(H,Y ) = H(X) +H(Y |X)

= H(Y ) +H(X|Y )

• H(X)−H(X|Y ) = H(Y )−H(Y |X)

= H(X) +H(Y )−H(X,Y )

= H(X,Y )−H(X|Y )−H(Y |X)

• 0 ≤ H(X|Y ) ≤ H(X) ≤ H(X,Y )

0 ≤ H(Y |X) ≤ H(Y ) ≤ H(X,Y )
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相互エントロピー（相互情報量）
通報の組 X と Y とが互いに関連しあう場合，
一方の通報 Y から他方の通報 X について，ある情報量が間接的に得られる。
　　 I(X;Y ) = H(X)−H(X|Y )

　　　　相互エントロピー（相互情報量）

相互エントロピー I(X;Y ) は，
　（・ Y を知ることによってもたらされるX のエントロピーの減少分）
　　・ Y を知る前のX のエントロピー（事前エントロピー）X(X)から
　　　 Y を知った後に残るX のエントロピー（事後エントロピー）H(X|Y )を引いたもの
　　　　　　　　　 ⇓
　　・ Y を知ることによる， X に関するあいまいさの減少分
　　　　　　　　　 ⇓
　　・ Y によって伝えられる X に関する情報量

（例） サイコロの目（続き）

B =

{
1, 2, 3, 4, 5, 6

1/6, 1/6, 1/6, 1/6, 1/6, 1/6

}
， A =

{
奇数, 偶数
1/2, 1/2

}

I(B;A) = H(B)−H(B|A) = log2 6− log2 3 = 1 〔bit〕
この値 I(B;A)は
　（サイコロの目が 1つ出ることにより得られる情報量）
　　 − （奇数か偶数かが事前にわかっているとき，その目が何であるかがわかることで

　　　　　 得られる情報量）
　　　　　　 ||
　（奇数か偶数かを知ることにより得られる情報量）

相互エントロピーの性質

• I(X;Y ) ≥ 0

• I(X;Y ) = H(X)−H(X|Y )

= H(Y )−H(Y |X) = I(Y ;X)

= H(X) +H(Y )−H(X,Y )

= H(X,Y )−H(X|Y )−H(Y |X)

• X と Y とが互いに独立な場合（H(X|Y ) = H(X),H(Y |X) = H(Y )）
　⇒ I(X;Y ) = I(Y ;X) = 0
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H (X |Y )

H (X ) H (Y )

H (Y |X )

H (X )

+

H (Y |X )

=

H (X |Y )

+

H (Y )

=

H (X, Y )

H (X |Y )

H (X )

H (Y |X )

H (Y )

 

I (X ;Y ) = I (Y ;X )
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